Mécanique classique | Chapitre 7 | Correction TD (M7)

Exercice n°1 e Mouvement 2D avec un ressort cours

1) Le poids et la réaction normale du support se compense. La résultante des forces
est donc égale a la force de rappel du ressort qui est une force centrale conservative.

2) On sait alors que le moment cinétique se conserve. Donc :
fo = réd.Am ((r)?r + 7"0?9) = mr207e,
= 1o Am Uy = mrovo sin(«) 7,

On identifie donc :

7] _

m
3) U'énergie mécanique vaut :

C =120 = roug sin(e)

1 1
Epm = §mv2+§k‘(f(t)—€0)2

%m (7‘«2 - (ré)Q) + %k (r — £)?

1 1
= imvg + 5]{7 (T’Q — 50)2

4) On identifie I'énergie potentielle effective :

1 5, 1 C* 1
gm = 5m7”2 + §m"ﬂ72 + §]€ (7’ — 60)2
gp,eff(T)

Graphe :
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Si o = 0, la courbe est une parabole. Si a > 0, la courbe diverge nécessairement en
0. Plus « se rapproche de 7/2, plus I'énergie potentielle effective est grande (pour
un r donné). Donc la courbe verte est toujours au-dessus de la bleue.

4) Sl a = 0 on a des oscillations sans variation de # (cas du systéme masse-ressort vu
jusqu’a présent). Si « # 0, la masse décrit une trajectoire bornée entre 7.,,;,, €t raz
(donnés par I'intersection entre &, et £, .¢r. Sans indication supplémentaire, on ne
peut rien dire de plus.

En revanche, si on sait que la trajectoire est une ellipse :



v

) QR OA(

1) Le satellite, immobile dans le référentiel terrestre décrit dans le référentiel géo-
centrique R4, un cercle de rayon Ry coscosA en T = 24 h. Sa vitesse vaut donc:

Exercice n°2 e Mise en orbite

2
vy = %RT COS COSA

2) Son énergie mécanique initiale vaut, dans Ry, :

o GmMT 1 2

Emo = -
m,0 RT + 2m7)0
Sur l'orbite circulaire, elle vaudra :
GmM
Em = bt
2R

On aura donc du lui communiquer I'énergie :

— — —muy

2Rt * R 2

A&, =
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d’autant plus faible que vg est élevée.

3) On a donc intérét a placer les centres de lancement proches de I'équateur ou A est
roche de 0.

) gROA(

Exercice n°3 e Deuxiéme vitesse cosmique

1) Onavuen cours :
2G My

Ry

vy
2) On trouve :

vy (Terre) = 11 km-s 1 vy (Phobos) = 11 m-s™!

3) Un bon sprinteur fait un 100 men 10 s environ, il court donc a 10 m-s~L. Il ne peut
clairement pas échapper a l'attraction terrestre, mais presque pour Phobos. Usain
Bolt le pourrait-il ? Pas certain qu’il pulvérise son records du 100 m sur Phobos ol la
gravité y est tres faible, avec une combinaison spatiale...

4) On trouve :

N, (Terre) = 540 m-s™! < vy N, (Phobos) = 420 m-s™1 > vy

Le vitesse d’agitation sur la Terre est tres inférieure a la vitesse de libération : la Terre
conserve donc une atmosphere. En revanche, Phobos n’est pas capable de retenir
une atmosphere.

5) La taille correspondante est extrémement petite :

Rgcr (Terre) = 8,6 mm

Exercice n°4 o Etude de I'atome d’hydrogéne

1) Force électrostatique s’exercant sur I'électron :

_ e 2
dregr? "
2) Energie potentielle électrostatique :
g =
P dmegr




3) Force centrale, donc L = cte d’apres le TMC. Ceci implique que le mouvement
est plan.

4) Cf. cours pour le détail :

5)SiL #0,ona:

un cercle si &, = min(Epeff) ;

une ellipse simin(E, 5 < Em < 0);
une parabolesi&,, = 0;

une hyperbole si &,, > 0.

O O O O

SiL = 0, alors 0 = 0, donc 8 = cte. On en déduit que I'électron ne tourne pas
autour du noyau, mais y tombe en ligne droite.

Epeff

r Y
1 C?
2 r?

Ep esr(min)

6) Cherchons le rayon qui annule la dérivée de I'énergie potentielle effective.

dgp’eff:_ L + ¢* =0 = TOZM
dr merg 4775—:07“8 mee?

On en déduit I'énergie mécanique :

9 N2
m e
Em,o = Epeff(ro) = *76 (47rsoL>
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7)Onadonc:

rn =71 Xn% avec: 1| =

) 8GN

Exercice n°5 e Distance minimale d’approche d’un astéroide
1) Le mouvement est a force centrale. Ainsi,
Lo = cté = mr*0,
On applique cette formule en a I'instant initial. On a :
fo = O—]\>J AmTy = —mrug sin(9) U, = —mbvg s

On en déduit :

(=12 = —buy <0

2) énoncé précise qu’a I'instant initial, I'attraction terrestre peut encore étre nég-
ligée. L'énergie mécanique s’identifie alors a I'énergie cinétique du systeme.

1
Em = cte = §mvg >0

La trajectoire est donc une hyperbole.
3) Au point P, point le plus proche, par définition 7 = 0 puisque r diminue de I'instant
initial jusqu’a P puis augmente. On en déduit que :

Up =1p Uy +rp0piy = rplpily L op

4) Ainsi,

b
Up = Vo—

C=-rv, =
Tp

On utilise la conservation de I'énergie mécanique :

1 b Q_GmMT
rp



On introduit le paramétre d. Aprés simplifications : 4) Vitesse sur une orbite circulaire :

2 2
rp+2drp—b"=0 = 1rpy=—d=E\d>+b? GM
pERr P v = u(P) = T —7,55.10° m-s~!
. . e Ry
On conserve uniquement la solution positive : ML
T 3 -1
Vgeo = V(AT) = =3,07-10°m-s
rp=—d+ V& + b2 Rgeo
5) Il ne s’écrase pas sur Terre si : Au niveau du points P :
2_p 1 1 [2W
rp>Rr = 16>/ (Br+d)” —d Wp = §mUZ(P+) — §mv% = v(P+) =4/ =L - v? =9,90 - 103 m-s™1
m

De méme pour A :
Exercice n°6 e Transfert d’orbite ) 6 _a%¢

/ 2w,
1)Ona: U(Af) = vf,eo — TA =1,64-103m-s!

Ri=Rr+h; =6,98-10°m

5) La durée du transfert correspond a la moitié de la période de l'orbite. Ainsi, d’apres

Pour l'orbite géostationnaire, cf. cours. s :
g ¢ la troisieme loi de Kepler, on a:

Ryeo = 42,2-10%°m —
T 1 [47°a 4
2) Lellipse posséde un demi grand axe TTo 7 o\lomy T 1,92-10%s = 5, 32 heures
Ri+R
a:%:%ﬁ-mﬁm
Avec les formules de coure. il vien Exercice n°7 e Chute d’un satellite ) 8 6 ¢
1) D’apres la troisieme loi de Kepler :
GmM
En(l) = - ;nR L — —165-10°) ;
! 2.3 2 1/3
4mer TG My
GmM T8 = 0 = =(25—) =6,78-10°
Emlellipse) = — T;‘ T~ 47,0-10°) 0= GMy "0 < 4r? ’ m
a
GmM- )
Em(geo) = — 272 T = —27,4.10°) Enfin, 5
geo V) = ;T_’TO = 77 66 - 103 m-Si1
3) D’apres le TEC, la variation d’énergie cinétique aux points P et A est égale au travail 0
fournit par le moteur en ces points. 2) On applique le TMC au satellite dans le référentiel géocentrique supposé galiléen :
%
Wp = AE(P) = Enlellipse) — En(1) = 118 - 10° ) dLo CZO = Mo (F grav) + OM A (=a)
Wa = AE(A) = E(geo) — Em(ellipse) = 19,6 - 107 ) -
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Or,
- —
Lo =0M Am¥

On en déduit :

—
dfo af = dfo + Lo 6> avec m
_— _— _— = . T = —
dt m © dt T o
3) La solution est N
Lo = Z 67t/T

Avec Z un vecteur constant que I'on déterminer grace aux conditions initiales. Puisque
est constant, sa direction est fixe, le mouvement a donc lieu dans le plan perpen-
diculaire a A. On place une base polaire dans se plan.

fo(t = O) = Z = m’l“ovgﬁz

Ainsi,

fo = mrovg e_t/Tﬁz

4)0na:7T~4-10s> Tp.
Puisque 7 > Ty, la variation d’altitude sur une révolution est négligeable devant le
rayon de l'orbite, on peut considérer que la trajectoire a été pratiquement circulaire.

5) Puisqu’on prend pour approximation que le mouvement est toujours circulaire
(avec un rayon dépendant du temps), on a :

D) = () Ty +r(t) wTy = () Ty = 1| LDy = v [0,
Rr:/ T(t) T(t)
~ 0
Ainsi,ona:

O—]>\4 =1 6_2t/7—7r

fo(t) =mrovg e /T, = r(t) Up AMV () =

Vérifions I'hypothése. Le rayon initial vaut 7y = 6,78 - 10 m. La chute d’altitude a
I'issu du premier tour vaut :

Ar =rg (1 — e_QTO/T) ~20m <K ro
La variation d’altitude est bien négligeable. Finalement :

T (t) = vo /7y
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GmM

6) L'énergie potentielle £, = — =T diminue au cours du temps puisque r diminue

T
(£, augmente en valeur absolue).

N 1 .
Lénergie cinétique &, = im?ﬂ augmente au cours du temps (malgré une force de
frottement !) puisque v augmente.

7) D’aprés le TEC, si on souhaite une variation nulle d’énergie cinétique afin de se
maintenir sur 'orbite initiale, il faut que la puissance fournie par les moteurs com-
pense la puissance de la force de frottement.

0="Pm—avy = |Pn=avi=6kW

Exercice n°8 e Modele d’interaction forte

1) Graphes :

-2}

-4

—6 | 4

-8t
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125 1
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0.50 | E
025 ‘ .
0.00 .
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/7

F(r) : force de rappel vers le centre uniquement lorsque le neutron est proche de
r =rgcarrg > d. llyaun gain en énergie a se trouver dans r < rg. Le déplacement
est libre (pas de force) pourr < rgetr > rq.

2) g : taille du noyau ; d : portée de I'interaction forte et Uj : gain en énergie a se
trouver dans le noyau.
3) Mouvement a force centrale conservative : le moment cinétique et I'énergie mé-
canique se conservent. L'énergie potentielle effective vaut (avec C' la constante des
aires) : ,
1 C
gp,eff = imﬁ + 5p

Graphe :
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Epeff

0 ' i I I ' L

0 1 2 3 4 5
/Ty

On peut donc former des états liés si I'énergie mécanique du systéme vérifie :
min(Eperf) < Em < Epess(r = +00)

4) Puisque rg > d, la force est nulle dans tout I'espace, sauf pour r» ~ r(. La trajec-
toire est donc rectiligne uniforme sauf pour r ~ r.

-4 -2 0 2 4

5) Le probléme est symétrique par rapport a la droite (OB). Langle de déviation
dans le noyau vaut donc /2.



On pose Upqar = max(&,). Les conservations du moment cinétique et de I'énergie
mécanique donnent :

1 1
L =wvyo =rpup et §mv3 + Unaz = imv%
Ainsi,
rg = VoYo
VUE + 2Upnaz/m

De plus,
Yo . B
cos(fB) = = sin(a) = —
()= 2 () = 2

On obtient donc :

O(yo) =m—2 arccos<y0> — 2 arcsin Yoto
o To vg + 2Upaz/m

6) On se place dans le noyau, donc : £,(r) = 0. On injecte la solution proposée
dans I'équation différentielle donnée. On obtient, apres simplication par le terme
exponentielle :

2 rn
_%f 7Er) — Efgﬂr) f”(r) + k2f(7“) -0 avec : b — 27;2E’

La solution s’écrit donc :

fint(r) = A cos(kr) + B sin(kr)
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La fonction d’onde ne doit pas diverger en = 0. Donc A = 0. Bilan, a l'intérieur :

fint(r) = Bsin(kr) |

On se place a l'extérieur du noyau, donc : E,(r) = Upqz. On injecte la solution
proposée dans I'équation différentielle donnée. On obtient, aprés simplification :

K_¢%MWW—E)
h2

f"(r) = K?f(r) =0| avec:

La solution s’écrit donc :
fext(r) =C KT 4 De KT

La fonction d’onde ne doit pas diverger en r = co. Donc C' = 0. Bilan, a I'extérieur :

fewt(r) =D e K

7) Par continuité de f et f enr =rg,ona:
Bsin(krg) = D e X7 et Bkcos(krg) = —DK e K"

On prend le rapport :

tan(kro) 1 k

— =—— = tan(krg) = ——

? 7 (kro) %

Ainsi, il existe un ou des états liés s’il existe une ou des énergies E qui vérifient I'équa-
tion suivante :

2mE7“8 E
tan 2 = A\ T
FL Umaac - E




